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Вступ

На цей час більшість застосовуваних кон-
струкцій віброчастотних давачів використовують 
коливальну систему з  резонатором камертонного 
типу [1]. У  загальному випадку під камертонним 
резонатором розуміють механічну багаточастотну 
коливальну систему, в якій кількість руху і момент 
кількості руху в  кожен момент часу дорівнюють 
нулю або настільки незначні, що взаємним впли-
вом опори і  резонатора при коливаннях можна 
знехтувати [2].

При включенні такої системи збудження ре-
зонатор починає коливатися як консольна балка 
типу камертона на власній резонансній частоті, 
яка залежить від геометричної форми, перетину, 
розмірів і  матеріалу резонатора [3]:
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де α=1,875; ЕJ  — ​вигибна жорсткість резонато-
ра; Е  — ​модуль пружності; J  — ​статичний мо-
мент інерції резонатора; F  — ​площа поперечного 
перерізу; γ  — ​питома вага матеріалу резонатора; 
g  — ​прискорення вільного падіння, l  — ​довжина 
консолі резонатора.

Коливання цього елемента супроводжують-
ся періодичним виникненням поперечної реакції 
у  вузлі його закріплення.

Загальним недоліком камертонних резонаторів 
є низька добротність коливальних систем, що не 
дозволяє забезпечувати високу точність вимірю-
вання [4]. Використання нових матеріалів, форм 
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чутливих елементів, технологій виробництва є сьо-
годні дуже перспективним напрямком у  приладо-
будуванні. Сучасні підходи до проектування засобів 
вимірювальної техніки вимагають від розробників 
удосконалення математичних моделей, що вико-
ристовуються у  процесі проектування чутливих 
елементів для конкретних умов.

Аналіз літературних даних і  постановка проблеми

Збільшення добротності коливальних резона-
торів дозволяє значно поліпшити властивості сис-
тем, у яких вони використовуються [5]. По-перше, 
знижується поглинання енергії в  елементах. Крім 
того, збільшення добротності дає можливість 
зменшити смугу пропускання частотних фільтрів, 
знизити поріг генерації і  збільшити стабільність 
частоти автогенераторів, збільшити чутливість ре-
зонансних сенсорів, що використовуються для ви-
мірювання різних величин [6].

Аналіз літературних даних показує, що біль-
шість робіт, присвячених розрахунку добротності 
коливальних систем, використовують рівняння ко-
ливань для резонаторів із лінійним в’язким тертям, 
коли узагальнена сила тертя залежить лінійно від 
узагальненої швидкості [7, 8]. Моделі розрахунку 
добротності, що ґрунтуються на лінійному в’язкому 
терті, широко використовуються для теоретичних 
досліджень. При цьому лінійна модель не завжди 
правильно відображає втрати енергії у  системі 
[9]. У  багатьох практичних завданнях залежність 
сил тертя від швидкості і  амплітуди коливань має 
більш складний характер. У  загальному випадку 
тертя є нелінійним [10, 11]. У роботі [12] нелінійну 
залежність сил тертя від швидкості описано різни-
ми аналітичними виразами, проте залежність для 
визначення добротності не було одержано.

З урахуванням вищенаведеного, можна сказа-
ти, що розробка математичної моделі добротнос-
ті коливальної системи камертонного резонатора 
з  нелінійним тертям є актуальним науковим за-
вданням при експериментальному визначенні до-
бротності коливальної системи.

Мета та завдання дослідження

Метою роботи є розробка математичної моделі 
добротності коливальної системи камертонного ре-
зонатора з нелінійним тертям при експерименталь-
ному визначенні добротності коливальної системи.

Для досягнення поставленої мети необхідно 
вирішити такі завдання:

• отримати формулу для розрахунку розсію-
вання енергії у  камертоні;

• отримати вираз для визначення добротності 
резонатора у  вигляді сталевого стрижня прямокут-
ного перерізу з  урахуванням тільки вузького гісте-
резисного тертя для першої форми коливань.

Побудова математичної моделі добротності 
коливальної системи камертонного резонатора 
з  нелінійним тертям

Облік нелінійного тертя багато в  чому спро-
щується, якщо вважати, що форми прогинів не за-
лежать від тертя, що правомірно для коливальних 
систем із великою добротністю.

Будемо вважати відомими власні форми коли-
вань, тоді форми прогинів згідно з  [5]

u y t U y S( , ) ( ) ,r

де

U y
l

sh
l

ch
sh

y
l

ch y
lr r

r(y)
r r r r r rλ λ λsin cos

sin
(cos );

S t e A t B tn tl
r r r

*
r r

*ω ω( ) ( sin cos );

ω ωk
*

k
2

r
2n ,

де U — ​вектор переміщення резонатора; S — ​площа 
перерізу камертона; r  — ​радіус перерізу камертона; 
ωк  — ​частота власних коливань резонатора; λ  — ​
довжина хвилі власних коливань; n — ​постійна ма-
теріалу; A та B — ​довільні постійні, що знаходяться 
шляхом підстановки рівняння у  граничні умови.

Отримаємо вираз
u ФU yr r r� ( ),

де Ф A Br r
2

r
2

  — ​амплітуда гармонічних ко-
ливань.

Відповідно до методики Я. Г.  Пановко [13], 
можливо розрахувати енергію, яка розсіюється 
у  матеріалі за період коливань, а  отже, оцінити 
загасання у  системі, розрахувати добротність, зна-
йти аналог для зосередженої моделі.

Нехай, відповідно до гіпотези М. М.  Давиден-
кова [14, 15], питома енергія розсіювання ψ0 у  да-
ній точці стрижня може бути подана рівнянням

ψ βσ0
n+1( , ) ( , ),u y u y�

де β, n  — ​постійні коефіцієнти матеріалу; 
σ χ( , )u y E u�   – напруга у  даній точці стрижня, 
де, у  свою чергу, 
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— ​кривизна стрижня резонатора при прогині у да-
ній точці стрижня.

З урахуванням вищесказаного, в  усьому обсязі 
стрижня за один період коливань розсіюється енер-
гія, яку обчислюємо за такою загальною формулою:
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де Rr  — ​постійна величина, яка не залежить від 
геометричних розмірів стрижня, а  залежить тільки 
від порядку нормального типу коливань і постійної 
матеріалу n. У результаті маємо остаточну формулу 
для розрахунку розсіювання енергії у  камертоні:

ψ β λr
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r
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r r
2n+1� E Ф j R l* ( / ) .	 (2)

Неважко так підібрати лінійну силу F із пруж-
ним гістерезисом, що діє на масу в  зосередженій 
моделі, щоб енергія розсіювання визначалася ви-
разом (2):

F bФ y ФM
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де ФМ = ФrUr(l)  — ​амплітуда коливань моделі, до-
рівнює амплітуді на кінці стрижня, y = ФМsin ωrt.

Енергія, що розсіюється у моделі, визначаєть-
ся площею петлі гістерезису, в  цьому випадку ‒ 
площею еліпса:

ψM M
n+1� bФ . 	 (3)

Із рівності виразів (2) та (3) маємо
b R j l E U lr r

2n+1
r

n+1β λ*( / ) / ( ) .
Параметр b залежить від властивостей мате-

ріалу, геометрії стрижня, власних форм коливань.
Для першої форми коливань визначимо до-

бротність сталевого стрижня прямокутного пере-
різу з  урахуванням тільки вузького гістерезисного 
тертя, вважаючи n = 2.

За формулами (1), (2) маємо
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Приймемо U1(l) = 2,7242; λ1 = 1,875, отримаємо
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Добротність Q визначаємо з  урахуванням 
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Для оцінки потенційної точності отриманого 
виразу скористаємося відомими співвідношення-
ми [16], що застосовуються для оцінки похибок 
непрямих вимірювань. Прологарифмуємо отрима-
ний вираз для визначення добротності Q і  отри-
маємо

ln ln ln ln .Q U Ф3
1 1

λ
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Після диференціювання виразу маємо
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Остаточно отримаємо формулу для розрахунку 
максимальної відносної похибки непрямих вимі-
рювань добротності Q:
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Підставивши для Q=1273·103, U1(l)=2,7242, 
λ1=1,875, ФМ=0,1, з  урахуванням похибок прямих 
вимірювань указаних величин, визначимо:
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Таким чином, за отриманим виразом Q можна 
обчислити добротність із точністю до 0,1  %.

Для порівняльної оцінки потенційної точнос-
ті отриманого виразу було визначено максималь-
ну відносну похибку непрямих вимірювань до-
бротності Q за виразом Q=ωp/Δω, яка становить 
1,41  %.

Таким чином, запропонований метод визна-
чення добротності за амплітудними вимірювання-
ми з  урахуванням пружного гістерезисного тертя 
має переконливі перспективи для використання 
при експериментальному визначенні добротності 
коливальної системи.

Висновки

У роботі отримано основні співвідношен-
ня для визначення значень розсіюваної енергії 
у  камертоні та добротності резонатора у  вигляді 
сталевого стрижня прямокутного перерізу з  ура-
хуванням тільки вузького гістерезисного тертя для 
першої форми коливань. Отримані співвідношення 
повністю підтверджуються теорією коливань і  мо-
жуть бути використані при проектуванні віброчас-
тотних давачів із резонатором камертонного типу 
при експериментальному визначенні добротності 
коливальної системи давача.
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Аннотация
Статья посвящена решению задачи расчета добротности колебательного контура виброчастотного датчика 

с резонатором камертонного типа. Получение математических моделей и зависимостей для расчета метрологических 
характеристик чувствительных элементов датчиков является сегодня актуальной метрологической задачей.

В настоящее время большинство применяемых конструкций виброчастотных датчиков используют колебатель-
ную систему с  резонатором камертонного типа. Общим недостатком камертонных резонаторов является низкая 
добротность колебательных систем, не позволяющая обеспечивать высокую точность измерения, что существенно 
ограничивает область применения измерительного средства. Одним из перспективных направлений для устране-
ния указанных недостатков в  приборостроении является использование новых материалов, форм чувствительных 
элементов, технологий производства виброчастотных датчиков. При этом современные подходы к  проектированию 
средств измерительной техники, в  первую очередь, требуют от разработчиков совершенствования математических 
моделей, используемых в  процессе проектирования чувствительных элементов для конкретных условий.

Большинство математических моделей для расчета добротности колебательных систем используют уравне-
ние колебаний для резонаторов с  линейным вязким трением, когда обобщенная сила трения зависит линейно от 
обобщенной скорости. При этом линейная модель не всегда правильно отражает потери энергии в  колебательной 
системе датчика.

В работе получены основные соотношения для определения значений рассеивающейся энергии в  камертоне 
и добротности резонатора в виде стального стержня прямоугольного сечения с учетом только узкого гистерезисного 
трения для первой формы колебаний. Полученные соотношения полностью подтверждаются теорией колебаний 
и  могут быть использованы при проектировании виброчастотных датчиков с  резонатором камертонного типа при 
экспериментальном определении добротности колебательной системы датчика.

Ключевые слова: резонатор, камертон, колебания, гистерезис, трение, добротность.
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Abstract
The article is devoted to the solution of the problem of calculating the Q-factor of an oscillating circuit of a vibra-

tion-frequency sensor with a tuning fork. Obtaining mathematical models and dependencies for calculating the metrological 
characteristics of sensing elements of sensors is an actual metrological task today.

Currently, most of the applied designs of vibration-frequency sensors use an oscillatory system with a tuning fork. 
A  common disadvantage of the tuning fork resonators is the low Q-factor of the oscillation systems, which does not allow 
to provide high accuracy of measurement, which significantly limits the scope of the measuring instrument. One of the 
promising directions for eliminating these drawbacks in instrumentation is the use of new materials, forms of sensitive 
elements, manufacturing technologies for vibration frequency sensors. At the same time, modern approaches to the design 
of measuring instruments, first of all, require developers to improve mathematical models used in the design of sensing 
elements for specific conditions.

Most mathematical models for calculating the quality factor of oscillating systems use the oscillation equation for 
resonators with linear viscous friction, when the generalized friction force depends linearly on the generalized velocity. In 
this case, the linear model does not always correctly reflect energy losses in the sensor oscillation system.
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